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Inleiding. 
De quaternionen algebra in het gebied van cle :ree1e g~ta.l::ten is 
ontdekt door de Ierse mathematicus Hamilton in October 1843. 
:Deze wordt gevormd door de elementen X = :x:0 + x 11 +x2j + x3k 
( quaternionen), waarin x 0 _ x 1, x2 , x3 reele getallen zijn en de sym--
bolen 1 1 i, · j, k de oasis van de algebra vonnen.. O:ptell:ing en aftrek"'"" 
king van twee quaternionen X en Y. vermenigvuldiging van een quater-
nion met een scalar argument worden uitgevoerd als bij vectoren van 
n componenten; vermenigvu.ldiging van twee quat.ernionen x. Y gaat vol~ 
gens de gewone wetten en de volgende regels voor ver.menigvuldiging van 
' de 'basiseenheden: 
( 1) .i 2 = j 2 = k 2 = -1 ; ij = -j i = k; jk :l( -kj = i; ki = -ik = j. 
Een middel om dit te onthouden is, dat de vijfde en zesde 
regel u.it de vierde worden verkregen door cyclische verschuiving van ,, 
de symbol~n. Uit -(1) blijkt, dat d4 vermanigvuldiging van quaternio-
:nen niet commutatief is. Ui t. die f ormules is gemakkelijk de assooiati-
vi tei t van de vermenigvuldiging van 4.e basiseenheden a:f' te leiden. 
:B.v., (ij}k = kk = -1; i(jk) =ii::: ... 1 = (ij)k, enz. Hieruit volgt, 
dat in het algemeen vermetli.gVuldigin_t van quaternionen aasociatief is 
voor willekeurige quaternienen A, B4 C geldt (A:Z)C = A(BC} .. 
Dit volgt uit de v~r!llenigvuld.igingsregels en de as~ocia.tiviteit 
van de ver-.uienigvu.ldigill8 ,ran de ba&i.seenhea.en. 
-4- In de qu.aternionen algebrl:\ is. het mogelijk een operatie u.it te 
voeren, die aan ieder qv.aternion 
I 11::: x0 + x 11 + ~2j +x3k 
toevoegt een quaternion 
y = X 0 _. .x1i ""' X2j .... X.3k, 
gec,onju.geerde van X genaarnd. 
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-Hiervoor is (X) = X, zodat, als deze operatie op een willekeurig 
element tweemaal wordt toegepast, het uitgangselement weer verkregen 
wordt. Zo'n operatie noemt men daarom. soma involutie, welke benaming 
is ontleend aan de projectieve ;,1eetkunde. 
Het is van belang enige eigenschap~en van deze involutie aan te 
geven: 
I AB=BA 
Het is voldoende te bewijzen, dat dit geldt voor basiseenheden. 
Dit volgt nu uit (1). Analoog bewijzen we: 
II XX= XX= x~ + x~ t x~ + x~. 
De quadratis6he vorm x~ + x~ + x~ + x~ wordt genoemd norm van 
van quaternion X en aangeduid Norm (X) of N(X). Klaarblijkelijk is 
N(X) = 0 dan en slechts dan, als X = o. In een quaternion X = x0 + x1i + 
+ x2j + x3k wordt de component x0 gen-0emd reeel deel en aangedu.id?n(X) 
en x1i + x2j + ,:)k genoemd vector deel en aangeduidi}(X). Als bij een 
quaternion~\ '0-re{) ;: O, wo_rdt het een vector genoemd. ;.Claarblijkelijk 
geldt voor iedere vector: I= - J.', en dus: 
J:. 2 = -l l. = - Norm{J") ( 1, 1) 
We zullen veel gebruik mal:::en van deze belangrijke gelijl1:heid in de 
quaternionen-rekening. 
Als r.( en d\ vectoren z1Jn, dan is: 
ii.-== -([ l,)-t (J,&:.) (1,2) 
waarin (cf, J) sea.lair product en [I, J:J vectorproduct van de vectoren 
J. en J:. , in de zin van de gewone vectoralgebra,. 
b.. De vergelijkingen AX= Ben XA = B hebben steeds een eendui-
dige oplossing in de quaternionenalgebra, als At O. Voor de eirste 
vergelijking is de oplossing X = ~' voor de tweede X = , ~• 
A(AB) (AA)B . Inderdaad, we hebben b.v. ~(XJ = ~ = B, Voor B ~ 1 zien we, dat 
bij iedere A I ·o het inverse element .Nhr verkregen wordt. 
··:e bewijzen nu een belangrijke eigenschap van de norm: voor wille-
keurige X en Y is: 
N(XY) = N(X)N(Y) (2, 1) 
Inderdaad 
N(XY) = (XY)(XY) = XY(YX) = X(YY)X = N(Y)XX = N(X)N(Y). 
Deze eigenschap, zo eenvoudig bewezen met behulp van quaternionen 
houdt een belangrijke gelijkheid in, door Euler ontdekt in de 18e eeuw. 
1,-re nemen aan 
X =XO+ ~,i + x2j + X3k; Y =Yo+ Y1i + Y2j + Y3k, 
en berekenen X.Y; we krijgen uit (2,1) 
·' I 
,,.-_,_, """"~- "~ 
( 2 2 2 2) { 2 2 2 2) xo + x1 + x2 + X3 . Yo+ Y1 + Y2 + Y3 = 
-· 3 ..... 
. 2 
= (Xo1o - X1Y1 - X2Y2 - X3Y3>2 + (x1yo + XoY1 4 X2"3 - XJ721 + 
· 2 . . I 
+ {x2yo + XoY2 + X3Y1 - X1Y3> + (X3Yo + XoY°J' + ·x1Y2-X2T1f·' 
<aJrt 
Binnen de haakjes staan bilineaire vormen. in x®,. ~- -~ J~t ~ 
staan van een dergelijke gelijkheid voor eommen van vt~~ qu,ad:l,atEtp. 
wordt gebruikt bij de compositie van deze vormeil. 
Da.ar iedere positieve vorm in vier veranderl.ijke...."1 door ee-tt 
substitutie met reele coefficienten in een som van. vier quadraten g&~ 
transformeerd wordt, kan men zeggen, dat in het alger.ieen poeitiev~ qu•-
dratische vormen in vier veranderlijke compositie toelaten. Ale we il'l 
(2,2) aannemen x2=x3=y3=o, krijgen we een nieuwe compositie-regel voor 
~ sommen van twee quadraten en dus voor positieve binaire quadratisohe 
vo:;rmen. 
Natuurlijk ontstaat de vraag. hoeveel veranderlijke de qua~a~ 
tische vorm meet hebben om oom.positie toe te laten. 
Hiermee stemt overeen de vraag: ·voor welke gehele n treedt op 
de geiijkheid: 
• • • 
met vaste reele Cl(ijm? 
Deze vraag wordt beantwoord noch met behulp van quaternionen 
algebra, noch met de getallen van Cayley • 
.l!,. Ieder quaternion X voldoet aan de vergelijking: 
2 - -X - X(X+X) +XX= O. 
Zetten we hier 
X + i = 2q,(x) ::. 2x ; xi = N(X) = n, 
0 
dan zien we, dat X voldoet aan de quadratische ver~elijking met reele 
coefficienten 
x2 - 2x X + n = 0 0 (3, 1) 
In het gebied van de gewone com:plexe g~tallen hee:f't deze vergelij.king 
niet m.eer dan twee verschillende wo~t.els,ill het gebied van de quater-
nionen kan ze er oneindig veel hebben. :a. v. iede.r& vector X == $ i+1J+i-k, 
waarin ~l+ '!/+ "> 1 = 1, is op grond van (1,1) of (J,1) wor-;el van d.e ver• · 
gelijking x2~~1. ~eze complicatie treedt op in het •iet-cor.t'lmutatieve -
gebj.ed. 
4. Met behulp van quaternionenalgebra kunnen zeer gemakkelijk 
orthogonaie. lin:ea.ire transformaties van de 4-dim.T ~:a 3,...di:ti1. Eu.oliduch.e 
r1J.iinte uitgedrukt worden, zoals Cayley dit in 1854 bewees. Laat 
X=xQ +x1i+x23+x31t een. veranderlijk quat_e,;x:I,_1,i,o~, zi.jn, El.at we '~ullen ·opvat.~. 
!•ll,'als veotor·van de 4-dim, ruint:t;e en P:i:.p0 +:Pt~~~J+:p3k en Q=::q0 +q1i+q2j+ 
~~l~ ~♦t 1~-ternionijn van de norm 1 i N(P} • lf{Q) ~ · 1-.. We buohouwen 
quaternion Y=PXQ.. Zijn componenten zijn line•a!.ire c-ombi~-aitie,:$ ~ ~0~ '1:1°, 
x2 , x.3 , zodat onze vergelijking een lineaire transformatie in de 4-,.t$_1JY3.,r· 
ruim.te geeft, het begin van het verlaten van vaste coordinaten. Zettf;J?,ll 
wij verder 
dan is 
Norm (Y) = y~ + y~ + y~ + y~ = N(P)N(X}N(Q} I\: N(l}, ::;;,~+~~~:Jt~•~f!\' 
Dit is du.seen orthogonale transtona.tie. Deze bevat, zoali ,~ 
makkelijk is te zien, zes vrij e paramet.ers Ji}. v~.r~Gh:i-Jnt r zqa.:l,s "ee.;sr1•i 
bewees, in hetzelf de algemene type bij zo 'n tr•:o.tci~t~i ~~~ IS,* 4.,,..ai.JI*, 
Euclidische ruimte. De formule 
y = PXQ 
wordt toegepast in de speciale relativitei.tstheorie van "Einstein •. 
We beschouwen nu een orthogonale transfor:matie van de 3-d:un. 
ruimte. Laat d =xi+yj+zk en ,C ~x' i+y' j+z 'k 3-dim. vectore-n zijn en 
Q=q0 +q1i+q2 j+q3k een willekeu.rige quaternion Io. Laat~·veranderlijk 
zijn e:n cl' er :m,ee verbonden doo:r de ve:rgelijking 
<( .;; ~- 1 ( 4 , 2) 
voor gegeven Q. Het is gemakkelijk te ~ien, dat <AJ een reele )-dim. 
vector is, want 
l i = ~>; f = ffl} = - ffi> = - l . . 
Verder bepaalt {4,2) een lineaire transformat:j.e van de 3-di:m.., 
ruimte, het begin van het verlaten van vaste coordinai;en en is 
N(cl') = x~i+ y• 2 + z' !2 = N(i) = x 2+y2+z2 1 
zodat dit een orthogonale transformatie is; hierin zijn 3 vrije para-
met~rs en men kan bewijzen, dat ze de algem.ene gedaante heeft. ·::re ~ul-
len vael gebruik maken van (4,2} bij toepassing van de q_uaternionen 
rekening en in de theorie van de ternaire quadratische V◊rmen • 
.2..!.. Een quaternion X = x 0 +x1i+x2j+x3k kan gesohreven wo~den al$ 
X = z1+Z2j, waarin z1 = x 0 +x11, z2 = x 2+:x3i; z1 en z2 heb&en de B;edaan-
te van gewone complexe getallen en j is hieraan toegevoegd als nieuwe 
basiseenheii. Hiervoor is op gron4 van (1,1) 
(5,1) (z1+z2j)(z3+z4j) = z1z3 - z2z4 + (z1z4 + z2z3)j. 
Ge:m.akkelijk ziet men in, dat me;1 de quaternionen kan invoeren 
als complexe grootheden van de vorm z1+Z 2j in het g~biea van de com-
:plexe getallen, met de vermenigvuldigingsregel {5,1). 
Met i,.p.v. j een andere een'h.eid, o.v. i, krijgen we e·en a.naloge 
constructie. 
Formule (5,1) kan met vrucht gebru.ikt worden in de q_u.fll.ternionen 
rekeni:ng., 
610 Als een generalisatie van deze ¢ons-truc~:t,,e beachouwen we nu 
<:Qmplexe e;rootheden Y = q+Qe 9 waarin q. en Q quatcrl"\:\;Onen zijn en e een 
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nieuwe hieraan toegevoegde eenheid en waarin we voor optelling en t;t;:f'"t:reik~ 
king en verm.enigvuldiging met een scalar c( de gewenc regcls a..anneir1~n e-1' 
als vermenigvuldigingsregel 
(6,1) (q+Qe)(r+Re) = qr-RQ + (Rq + Qr)e. 
De verkregen complexe grootheden vormen een ~l~$b:('-r:t, in:el $ e~lf~-
heden: 
1, e 1=i, e2=j, e3=k, e4=e, e5=ie, e6=je, a7=ke. 
Deze algebra werd gevonden door Cayley in 1845. ( zie L. E. Di.c~e·Qn, 
Linear Algebras, 14. Cam.bridge Tract~, no. 16 (1914).) 
De complexe grootheden q+Qe. worq,en get~llen v.a:n. Cayley· g®.Q;~~a. 
Zoals we verder zuJ.len zien, is de algebra van Cayle;r .niet a$.$Q:Ci~i.i:ef~ 
l!_ Dat de algebra van Cayley niet associatief is, l!;an men op-,. 
merken, als men met behulp van de regel (6,1) de producten (e1e2 )e4 en 
e 1(e2e4 ) uitrekent. Hiervoor krijgt men: 
(e1e2)e4 = e3e4 = e7 ; e 1(e2e4) = e1e6 = ~ e7• 
In de algebra van Cayley is het mogelijk een involutie te bepa-
len door aan X = q+Qe toe te voegen X = q-Qe, zodat we vo.or X='I- xaea 
4"$',, 
krijgen X = x - t xaea• Hiervoor b0staan eigenschappen, g~heel analoog 
O th I 
met die, welke onder 1 voor de quaternionenal.gebra aangetoond zijn: 
I AB= BA 
II ri = XX == t x2 = qq + QQ 
e....= e; a 
We zul.len ze niGt uitvoerig -9ewijzen; ze worden gemakkelijk 
af geleid ui t ( 6, 1). De ui tdrukking '2:, xa2 wordt genoemd norm van X en 
a_:1:S 
aangeduid door N(X) of Norm(X); xa. wordt genocmd reeel dcel van X en 
aangeduid door o,?(X), zodat X + X = 2~(x); Ieder getal X uit de algebra 
van Cayley voldoet aan de vergelijking 
x2 - X(X + X) +xx= o of x2 - 2x0X + N(X) = o. 
8. ';Te hebben gezien, dat de algebra van Caylcy niet associatie:¢' 
is, d.w.z. in het algemeen gesproken ie (AB)C f A(BC). Er treedt eohter 
"zwakke associativiteit" O.Pt uitgedrukt in de form;ules: 
(AB)B = A(BB) ~ A Norm (B) 
B(BA) ::;: {BJ3)A == A Norm (B) 
,....... ... _1_ - -(XY)(XY) = (XY)(Y.X) ~ X(YY)X = (XX)(YY) = N(X)N(Y) 
of 




Deze voo~ de algebra van Ca.yley belangrijke tormules worden 
bewezen door directe tocpa.ssi:ng van de ve:t;-lllefl.:i.gvul.digingsregels (6,1). 
We bewij.zen a.ls voorbeeld (8, 1). Ne:rnen we aan, dat 




(AB)B = [(q+Qc)(r+Rc}] (r-Re) = [(qr-RQ) + (Rq-1-Qr)oj (r-Re} = 
= qrr-RQ.r+R(Rq+Qr) + [(-R)(qr-RQ) + (Rq+Qr)r] e = 
= (q+Qe)(rr+RR) = A Norm (B). ' 
richten ons tot for-;o.ulc (8,3): N(XY) = N{X)N(Y). Zetten 
X = t. xaea ; y = i Ya•a 
en berekencn we met ( 6, 1 ~ ~ 
XY = L- e L... 0\ •;~_x .yk, 
')'l'),:;./!I m j.k"'-0 J..n.J.ii. J 
waarinc(jkm Constante reele getallcn zijn 1 dan kri (t )(/ j q~~ l)"' t.r *' XL\<.., X J YK J2 (8' 4} 
die de compositic van quaG.ratische vormen mit acht veranderlij~en 
liseert. Tcnslotte zien we uit (8,1) en (8,2) da.t de vergelijking0ll 
AX==B en XA=B steeds ~losbaar zijn als A -f, 0 en als oploasing hebbcn 
X Nt!j• resp .. X = Jfw• In hot bijzondcr hccft icdere .A./. 0 ecn in-
vers element A-1 = A R'fzy 
~ De vraag, onder 2 gesteld, hoeveel vcranderlijke een quadra-
tische vorm moet hebben om compositie toe te latcn, is voor hct eerst 
onderzocht door Hurwitz in 1898 (A.Hurwitz, Gettinger Na.ch:richten (1898;, 
309) .. Hij stclde vast, da.t or slechts zulke quadratischc vormcn kunnen 
zijn met 11 2, 4 en 8 vcranderlijke, zodat for.mu.le (8,4) in zekere 
zin de laatste van de for-.i:ri.ules van een dcrgclijk type is. Hot bewijs van 
Hurwitz berustte op de thooric van de matrices cm stclde niet het ver-
band vast van formules van het type (2,3) met hcit bestaan van hyper-
complexo getallcn, die zekere associatieve eigenscha9pcn bezitten. 
Voor hot eerst is dit verband in 1937 vastgestcld door Linnilc, die de 
stelling van Hurwitz met behulp van nict-associa.tive o.lgebra•s beweE::a1} ... 
(Generalisatic van een stelling van Frobenius en vaststelling 
van het verband m.ct eon stelling van Hurwitz over composi tic van qua-
dratische vormen; I AN 1 ser.Mathem. (1938} 41-52). 
Hij bewees, dat de stelling van Hurwitz als rosultaa.t optreudt 
van generalise.tie van ccn stelling van Frobenius voor het speciale ge~ 
bied van de quaternionen (G.Frobcnius, Jou.rn. fur die rcinc und angcw. 
Math. 84 (1878), 59). De stclling van Frobenius luidt: De cnige associa-
tiove alga bra• s over het gebied van de reele getallcn, die een invers 
element bij ieder element, ongelijk aan nul, bezittcn, zijn de quatcr~ 
1) In 1942 en 1946 verschenen werken van A.Albert en R.DubJ.sh in Ann. 
of Math., 43 en 47, die de resultaten van Linnik apnieuw gevondcn en 
enigszins gegeneraliseerd hebben en blijkba.ar niet bckend waren r.u.ot 
zijn werk, gepubliceerd in Izwestia AN SSSR, seria. ma them. ( 1938), 
41 ... 5,2,., .. 
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nionen algebra en de deelagcbra's daarvan, h~t gcbicd von de complexe 
getallen en het gebicd van de recle getallen. 
In het werk van Linnik is bewezen de stelling: 
Van alle algebra's over het gebied van de recle getallen, waarvan iei~ 
element aan een quadratische vergelijking met reele coef:ficienten vo~ . 
doet, hebbcn slechts in de algebra van Cayley en de de~;I.al.,geb~a.•s ~~ .... 
:van betekenis en gel.digheid de gelijkheden 
(ab)b- 1 = b- 1(ba) = a 
voor alle elementen uit de algebra. mits b ~ o. 7e zullcn zien~ dat de 
stellingen van Frobenius en Hurwitz uit deze stell;i.ng vole:e.n. 
10. We geven het bewijs van cle. zojuist ge:f'onp.ulcerde stelling 
De algebra met de voorwaarden 
(ab)b- 1 = b- 1(ba) = a, (10,1} 
zullen we onbekend noemen .. Met G~ieks~ lotter zullen we slechts reele 
getallen aanduiden. Klaarblijkelijk zijn er in de onb0k~nde algeora 
geen nuldelers, daar uit ab= 0 volgt, als p-/; 0: (ab)b-1 = a =,O~ "7e 
bewijzen een lemma. 
Lemma 1. Als in de onbekende algebra getallen E en 
zodat E, Fen 1 lineair onafhankelijk zijn en E2 = -n2; F2 
is voor willekeurige () en "'C ( e E t.+ r; F } 2 = - '1 2 • 
Bewijs. We hebben: 
F bestaan, 
2 
= 7" 1 dan 
(E+F) 2 = o((E+F)+ {:>= -J', 2 -)l 2+EF+FE, 
( E-F) 2 = a{'( E-F) + ('>1 = - ~ 2 -/ 2 -EF-FE. 
Door optelling krijgen we: 0<+~ 1 :;: O; .X-cx~ == o. Dus: i?{::! «\,:;Q 
en EF+FE = P + )12 + ,JA-2 is een reeel getal. Dan is echter ook {eE +1:-F) 2 
voor willekourige e, 1- reeel. Als ( e E+ T F) 2 = )} 2 ) O, dan zouden er 
nuld.elers optreden. Dus: ( e E+-r F) 2 ::: - '/ 2 , negatief. 
Lemma 2. Laat er in de onbekende algebra m+1 getallen 1, e 1 f 
• .. ., em_ 1, Em zijn, zodat . · 
1 o 2 2 2 E2 1 ( ) 2 ~ 2 ( . .1 • • • 1 ~ e1 = e2 = •. • = em-1 = m = - ; eiej ;::: -/1 iJ. l. r J; 1tJ == , • ·•, 
.m-1 ). 
2°. 1, e 1 , ••• , em_1 , Em' e 1Em, ••• , em-,Em onafhankelijk zijn. Dan 
kan men een zodanige em vinden, onafhankelijk v~n 1, e 1, ••• , em_ 1, 
2 2 2 { · ) da t em = -1 en { e. c ) =: - er . , re eel i= 1, 2, ••• , m-1 · • 1 m 1m 
Bewijs: Daar ioder getal van de a1gebra wortel van een quadratische 
vergelijking met reele coeffioienten is, vindt men een reele ~ , zodat ( e1Em- ti,.)~ :,;: - Jl2• We hebben 
e 1 Em - ~ == e 1 (Em+ ex e 1 ) ,. 
.De getallem e 1,~m' 1 zijn ona.fl,'l.a~elijk krachtens ~? 0 en e~ = 
E; = -t kr.aoh.tens 1°. Dus volg~n~ lemma 1 kan men O(\_ en CK l. vinden, zo-
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da.-t men, als 
krijgt 
Eth 2 = - 1 ; ( e 1 E~) 2 = - ?q 2 
(krachtens de voorafgaande gelijkheden). 
Verder vinden we/3 , zodat 
(e2E~ -~ )2 = - /1'2; e2E~ - ~ = e2(E~ +,1> l?2), 
waarin E~, e2 , 1 onafhankelijk krachtGns 2° en E~2 = e~ = -1, Dus, vol-
gens lemma 1 vindt men zodanige f:,, en (32 , dat men, als 
E; = (3 1E~ +fl 2e2, 
vindt 
E; 2 = - 1 ; ( e 2 E;) 2 ::: - /l 2 2 • 
We bewijzen, dat ook 
re eel is. Vle he bben 
e 1E; 
"!le bewijzcn dat e1E~, ef e2 , 1 onafhankelijk zijn. We onderstellen 
Y1e 1E~ + '} 2e 1e 2 + Y3 = e 1Q + Y3 == o, waarin Q =· >1 1E:Ji_ + v2e 2 • 
In de onbekende algebra is e~ = -1; dus -e1=e11; dus 
e 1 ( e 1 Q + )) 3) = ( e 1 e 1 ) Q + y 3 e 1 = -Q + i 3 e 1 = 0, 
of 
-)}1E~ - Y2 9 2 + ))3 6 1 = O; })1 = ')2 = >'3 = O; 
zeals gemakkelijk blijkt uit 2°~ Daar 
(e1E~_)2 = - /I 12; 
is nu op grand van lemma 1, 
(e E 11 ) 2 1 m = -
.... 2 
= - /\12' 
Nu kiezen we, analoog met het voorafgaande, )' 1 en d\ , zodnt 
E•:i;_ = )'1E; +'( 2e3 ; E 1':n_2 = -1; (e3E::r;_' ) 2 = -))_.r 2 , en zet-
ten deze redenering voort. Stel, we krijgen na 1-1 stappen: 
(EL"i-1)) 2 = -1; (e.E(y~l)) 2 = - ( )l_(v-,J )2 (i=1, 2, •• ., Y-1; Y-<m),, 
m · J. m 1. 
Dan is E,fn_v--,J onafha.nkelijk van e y en 1, en volgens le:rru:na 1 kan 
men e I en fi zodanig aannemen, dat men, als 
E(\J) = f E{v-1) + tJ e 
m 1 m L 2 vt 
krijgt 
- 9 -
Voor willekourige i ~ v -1 hebben we 
e. ELY) = e· e. E(y-1) 
l m 1 i m 
( e. e\, ) 2 = - )} ~,, en ( e. E ()J-,) ) 2 
1, 1°1 1 m 
{V- 1 / Verder zijn de getallen e.E· ·, 
i m 
= ... ( ;\ ~y~,J ) 2. 
1 
eie.i en 1 onaf.:h~n:kel~jk, wet 
Dus volgcns lemma 1; we bewijzen als boven. 
(e.E t.-1} )2 = -( ~ ~v} )2 
1 m 1 voor i = 1, 2, ••• ~ 1 -1 en, volgens de keuze •art 
E{vJ eveneens voor i m , 
1 t E tYft...iJ = e "'Od.a .. t Op deze wijze vinden we na m- s al)pen tn m,, .µ 
2 2 
em = -1; (eiem) = -<rk {i = ,, 2, ••• , m-1), 
wat te bewijzen was • 
.lb.. Lemma 3. Als onder de voorwaarden van ~emr,1a :?. ge ieta:}..le!\ 
1, e, •.• , em_ 1 een deelalgebra van de onbekende algebra vqortl)rMg~1 
dan gel1t het volgende1 
1°. De geto.llen 1, e, ••• , em_1 , 1em, e 1em' ••• , em_ 1em zijn lineair 
onafhank:elijk. 
2°. Al.s a f. 1, b I 1, a /. b, a en b verder twee willelrnurige getallen 
ui t de 2m bovengenoemde, dan is ab+ba = "Cab recel. 
Bewijs: Zou 1° niet gelden, dan zou q+Qem = 0 zijn, waarin q en Q ge-
tallen uit de deelalgebra, ;£ o. Dan zou q = - Qem 7 dus Q- 1q_ = - Q- 1(Qem)= 
= -em zijn; em behoort echter niet tot de deelalgebra. Dus 1° geldt. 
Hierna volgt 2° direct uit lemma 1. 
Lemma 4. Onder de voorwaarden van lem.rn.a 3 hebbcn we: 
e.e =-e e. 1 m m i (i = 11 2, ••• , m-1}. 
Bewi_is: We hebben 
e2 -- 1 - ,. m 
1, em, eiem zijn ona.fhankelijk volgens lemma 3. Volgenslem:ma 1 is dan 
) 2 2 { e. e + e = -J/l .• 1 m m r 1 
Anderzijds is 
2 2. 
Daar e;_1 = 
= ei(emem) 
(e.e +e) = - /\.-1+(e.e )e + em(e1.em). 1 m m 1 1 m m 
-em en volgens lemina 3, eiem =iilil - emei, is (eiem)em = 
=-e.; e (e.e) = e (---l. -e e.) -:::'"i. e +e .• 1 m 1 m m /\1m m 1 ~im m 1 
Door dit te substitueren in de voorafgaande gelijkheid, vinden we: 
( e. e +e ) 2 = -,u ? = - Jl ~ - 1 - e. +e1 +r--./ . e , im m / 1 1 1 /limm 
waaru.i t volgt 1,.,_ im=O, zodat het lemma 'bewezen is. 
12. Lemma 5. Voor willekaurige i~m-1 orengen de getallert 1, 
ei, em' e1 em .:: e:i.+m een quaternionen. aTgt1'l:>ra voort.' 
BewiJ.s: IIet ;is gem?,kkelijk te verifieren, c;lat deze i~t~l:len ~kii decl-
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algebra voortbrengent 'kl.v. 
'7-e bewijien nu, dat e~+:a = 
em(e1ell) = - e•(emei~ = 2(emem) e1 = e1 , en•~ 
-1. Vclgens le1::ir1.a 2 is ei+• = -1. ··e heeben 
ei+m 2 in de onbekende algebra 
2 
-1 
8 i+m == - 7 • :nan is ei+m( ei+mei) = ei+mei = 
= - ~ ei • 
Maar 
Dus 
ei+m ( ei+m8 i) == ei+m [ ( 8 i 8m) eJ = -ei+m [ ( 8mei )eJ = 
e. e = - e1 .• 1+m m 
~
2 
= 1; e~+m = -1 
Hierna is de associativiteit ~ema...1:clcelijk te verifieren, b.v1 
(eiem)ei+m = ei+m ~ -i; 
e1 (emei+m) = -e1 (em(eme1 )) = e1e1 ::: -1, enz. 
?!e hebben quaternionen gekregen • 
..!l!. Als de onbekende algebra een basis van n elementen bezit 
en n > 2, dan zijn er drie linea.ir onaf'hankelijke getallEm 1, e1, E~p 
waarbij e~ = -1. De geta.llen 1, e1 bepalen een deelalgebra en hierbij 
zijn alle onderstellingen van de lelml.l.a's 2, J, 4, 5 vervuld. Due onze 
algebra bevat het getal e2 , .zodat de eenheden 1, e 11 e2 , e 1e2 = e3 on-
afhankelijk zijn en e; = e~ = e~ = -1; e1ej = -ejei (i /. j); 
e 1e3 = -e2 enz .. ,. d.w.z. bevat een deela.lgebra van qua.ternionen. 
dan is, daa.r de eenheden 1, e1, e2 , e3 een deelalgebra. bepalen, 
,de lemma's 2, 3, 4, 5 een zodanige e4 te vinden, dat 1, e1, e2 , 
le1e4 t ••• , e 3e4 lineair _onafhankelijk zijn en 
2 2 2 2 . )2 )2 
e 1 = e2 = e3 = e4 = (e 1e4 = •·· = (e3e4 = -1 
e. e . = -e . e. ( i, j = 1 t 2, 3, 4; i /. j ) .. 
l. J J l. 
A.ls n > 4 
volgens 
e3 , 1e4 ,, 
(13,1) 
We zullen bewijzen, dat het systeem, 
acht eenheden, algebra van Cayley is, en wel 1 
zijn uit de qua.ternionenalgebra, bepaald door 
o:pgebouwd ui t ~enoemde 
a.ls q, Q, r, R getallen 
de eenheden 1t e 1, e2 , e3 , 
dat dan 
(q+Qe4 )(r+Re4 ) = qr-RQ+{Rq+Qr)e4 
Lemma 6. Vie hebben {eiej )e4 = -e1 (eje4); 
e4 (e1ej) = -(e4e:j_)ej veor i, j = 1, 2, 3; i /; j. 
]3evi:ijs: Vife stellen op de lineaire vorm.: 
'1Dan is 
{ 
:~a.a~ t volgt 
,,µ. = xi ei + :X:j e j ( i ! j ; i, j = 1 , 2, 3 t 4) 
_,,,I( 
= ..,.. .. 2 ·2' 
x.+x. J. ] 
(13,2) 
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Dus in de onbekende algebra hebben we voor een willekeurig getal Y van 
de algebra. 
( x1. e i· + x . e . ) [( x . e . + x . e . ) YJ = [Y ( x . e . + x . e . )J ( x . e . + xJ. e ,e ) ~ JJ 11 JJ J.1 JJ l.l. .i 
= -(x~ + x~)Y, 
l. J 
hieru~t volgt door gelijkstelling van de coefficienten van xi~j: 
e.(e.Y) = - e.(e.Y) en {Ye.)ej = -{Ye.)e .• 
J. J J l. 1 J 1 
Door in de eerste gelijkheid te zetten i = 4, Y = eu, 
~= 1, 2, 3, krijgen we 
e 4 ( e j eu ) = - e j ( e 4 eu) • 
Voor j f. u, j, u = 1, 2, 3 vinden we uit ( 13, 1} en de eig.._.,,. 
schappen van e 1 , e2 , e3 : 
(ejeu)e4 = -ej(eue4). 
Zetten we in de twee de gelijkheid Y=eu, j=4, dan krijgen we 
(euei)e4 = ~(eue4)ei, 
waaruit volgt 
e4(euei) = -(e4eu)ei. 
Eovendien bewijzen we, dat· 
e.(e.e4) = -(e.e4)e. l. J J l. 
We hebben 
(i I j; i, j = 1, 2, 3) 
e1(eje4 ) = -(e1ej)e4 = (eje1)e4 = -(eje4 )e1, 
want 1, e1 , e2 , e3 bepalen een deelalgebra va.n quaternionen. "Hiermee 
zijn onze gelijklleden bewezen. 
In het geheel krijgen we de volgende regels: 
.lei(eje4 ) = -(e1ej}e4 ; e4(eiej) = -(e4ei)ej, 
(13,3) e1 (e1 e4 ) = (e4e1 }ei = -e4 , 
e1(eje4 ) = -(eje4)ei; e4(eie4) = ei, 
1 I j; i, j = 1, 2, 3. 
We voegen hier nog 9 gelijkheden a&n toe: 
(e1e4}(eje4) = ejei (i, j ~ 1, 2, 3) 
Voor het bewijs daarvan nemen we 
u = x 1e~ + x 2e 1e4 ; i = 1, 2, 3. 
(13,4) 
, Dan is u 2 = -x~ - x~ op Jrond van (13,1) vn (13,3); we krijgE 
als in het bewijs van lemma 6, voor een willekeurige Y uit onze algebra 
(e1e4)(~4Y) ~ -e4 [(e1e4}YJ. 
N e:inen we Y : e j ; j = 1, 2, 3 , j /; i , dan is 
( e 1 e 4 ) ( e 4 e j ) ~ -e 4 (( e i e 4 ) e j) :; e 4 tc e 4 e 1 ~ e j) ~ -e ~ (e 4 (\'!l 1 e j ) J : 
;; e1-,j :;i; -ejei; 
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(e1e4)(e4ej) = -(e1e4)(eje4 )~ 
waaruit we (13,4) krijgen (voor i=j volgt {13,4) uit(13,1)). 
1,h De regels (13,1)t (13,3) en (13,4) zijn geheel voldoende 
om (13,2) te verifieren. '7e rekenen b.v. uit, dat (Qe4 )(Re4 ) = -R.Q. 
'.Te hebben 
(eie4)(eje4) = ejei = -(-ej)ei, / 
(1.e4 )(eje4 ) = ej = -(-ej).1 
(i, j ~ 1, 2, 3). 
Dus {Qe4 )(eje4 ) = -(-ej)Q. Verder is 




Analoog vinden we 
{Qe4 )r = (Qr)e4 ; q{Re4 ) = (Rq)e4 • 
Op deze wijze is het genoemde systeem een algebra van Cayle;}T:-. '.Du.id-en wa 
zijn acht eenheden door 1, e 1, •.• t e7 aan, dan krijgen we 
(14,1) 
(it j; i, j = 1, 2, ••• , 7) { e?. = - 1 ; e . e . r:: -e . e . J. l.J J1 
A(BB) = (AB)B = B(BA) = A.N(B) 
.12.:. Laat de onbekende algebra. nag een getal E bevatten, onaf-
ha~elijk van 1, e1, ••. , e7• Op grond van de lemm.a•s 2, 3, 4, 5, 6 en 
de gelijkheden (14,1), vinden we, dater een zodanige e8 bestaat, dat 
e~ = -1; e1 e8 = -e8e 1 ; (e1 e8 ) 2 = -1 (i = 1, 2t ••• , 7); 
e8 onafhankelijk van 1, e1, ••. , e7• 
Vervangen we in lemr.a.a 6 e4 door e8 , nemen we i .. p.v. de indices 1t 2, 3 
de indioes 1~ 2~ ••• , 7 en passen we {14,1) toe, dan krijgcn we een 
stelsel formulas, geheel analoog met (13,3) en (13,4), die een,algebra 
met 16 eenheden de~inieren, bestaande uit de complexe grootheden q+Qe8 , 
waarin q en Q getallen van Cayley zijn en opgebouwd uit de getallen van 
CaJley, zoals deze ui t de g_uaternionen en de laatste weer uit de coltf-
plexe getallen opgebouwd zijn: 
(q+Qe8) (r+Re3) = qr-RQ+(Rq+Qr) ea ( 15, 1) 
Nu kunnen we de stelling bewijzen, geformuleerd on.a.er 9. ~7e nemen A en 
Bin de gevonden algebra met 16 eenheden: ~ 
A= q+Qea; B = r+Re3; B = r-Re8 = B- 1N(B); N(E); rr+RR. 
Daa moet wegens het onderstelde (AB)B gelijk zijn aan 
A.N(B) = q(rr+RR) +, Qe8(rr+RR). 
Vere;el.ijken we de gedeelten, vrij van e8 , bij (A:i)B eb A(BB}, dan krij-
gen we (qr-RQ)r + R(Rq+Qr} =. q(rr+RR). 
M$.a:r met n~t cog Q]? ( 14: 1) i.s ( qr )F ::::. q(rr); R(Rg) = (R.ll.)G; .. '7e krijgen 
d\1.$..: q(rr) - (RQ)r + (RR}q, + R(Qr) = q(rr) + q(fu"1), 
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wa.aruit volgt 
(RQ)r = R( Qr), 
wat onmogelijk is, daar R, Q, r willkeuri3e getallen van Oayley kunnon 
zijn, terwijl de algebra van Cayley niet associatief is. 
Dus kunnen de in de formu.lering van de stalling genoemde eieen-
schappen: 
(ab)b-1 = b- 1(ba) = a voor b ~ O; 
a 2 + o{ a + (3 = 0 voor willekeurige a ( X., (!, reeel) slechts voorkom.en 
in de algebra van Cayley met 8 eenheden en de deelalgebra's daarva~: 
met 4 eenheden de quaternionen en mot 2 eenheden de gewon~ coxaJlt!,IXO 
getallen. 
16. Een direote gevolgtrekking uit deze stelli:ng i~ dtl QI!\~ 9 
geformuleerde stelling van Frobenius. Als ~era de algebra as~o¢1$titf 
is en elk element b, ongelijk aan nul, een invers element beztt~ 4• 
is zeker (ab)b-1 = b 1(ba) = a, waaruit ook direct het ontbreken van 
nuldelers volgt. 
Verder voldoet ieder element x aa.n een quadratiache vergelijking 
met reele coefficienten. Inderdaad, als de basis van de algebra n ele-
menten bezit, dan zijn de n+1 getallen xn, xn- 1 , •·•• x, 1 lineair af-
hankelijk, zodat x voldoet aan een algebraische vergelijki:ng van graad 
~ n met reele coefficienten. We ontbinden het eerste lid in lineaire 
em quadratische factoren met reele coefficienten. -regens het ontbreken 
van nuldelers moet x een van deze factoren nul m.aken. 
Dus onze algebra is algebra van Cayley of deelalgebra daarvan 
en wegen.s de associativi tei t moet het zijn hetzij de deelalgebra (met 
4 eenheden) van de quaternionen, hetzij (met 2 eenheden) van de com-
plexe getallen, hetzij van de reele getallen. 
17. De stelling van Hurwitz, genoemd onder 9, kan nu ook be-
-
wezen worden met behulp van niet associatieve algebra's en de verkregen 
stelling. 
Slechts quadratische vormen metals aantal veranderlijken 
n = 1, 2, 4, 8 laten compositie toe. Zeals we weten, is dit gelijkwaar-
dig met de volgende stelling: 
Stelling. Zet men 
dan kan men b~weren, dat een gelijkheid 
N(A)N{X) = f Cf o( ijka;i21,? 
t.S.. },t<=• : ) 
(17,1) 
waa:rin t.Xijk reele constanten, slechts mogelijk 1$ voor n = 1, 2, 4, 8. 
Y:ie beginnen met het bewijs van deze stelling .. 
We zetten 




lik = 4o 0( ijkaj , 
matrixJ-l 
1 00 101 • • • 1 o n-1 
• • 
• I • 
• • I 
1n- .;·o·• 1n-11 • • • 1n-1 n-1 
• 
(de stippellijn zal later verklaard worden) 
- We krijgen uit (17,1) 




~-, I 1fk = N(A); 
t? 0 
'YI:.. I 
&o liklij = 0 (j f. k) 
Zo krijgen we; ala L' de t.o.v. L getranaponeerde matrix, E 
de eenheidsmatrix aanduidt: 
L'L =LL'= N(A)E, 
zodat de matrix. orthogonaal is. 
Als we verder alle elementen o:pschrijven van een kolom van de matrix L, 
laat ens zeggen de k-de: 
(i=O, 1, ... ' n-1), 
en de hiermee corresponderende matI'iX·. 
o( ook ~ o 1k • • • ~ n-1 k 
• • • 
• • • 
• • 
o< n-1 O· k OC n-1 1 k 
opstellen, dan blijkt uit ( 17 ,2), dat dez~ orthogonaa.l. is. 
18. We bewijzen nu, dat we zonder de al.gemeenheii ire verstoren' 
-L van de volgende gedaante kunncn onderstellen: 
L = a 0 E + L1 , 
waarin L1 niet van a0 afhangt en L1 sche~:f'symm.~trisch is, d.w.z. 
L\ = -L1 {18,1) 
Ind~r(}aa,d we he bben 
;µ :; Poao + P 1a1 + • lt • + Pn ... 1an .. 1 t 
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-waarin de P 's de corresponderende matrices ui t de coef:ficienten D( . . k 
m 1J 
zijn .. Uit 
LL' = N(A)E 
vinden we PP' = E. Hieruit volgt 0 0 
of 
LL'= LP•P L• = N(A).E 
0 0 
(LP')(LP')' = N(A)E 0 0 
Met het oog hierop heeft de matrix LP~ juist dezelfde eigenschappen, 
die ook L heeft, de gelijkheden van de gedaante ( 17, 2-) en ( 17, 1). Niets 
-verhindert ons dus de matrix L van het begin af hierdoor te vervangen~ 
Als we verder zetten 
M. = P.P' 
1 1 0 (i = 1, 2, ..... , n-1), 
-vinden we 
+ .... + a M n-1 n-1 
waarin 
L1 = a1M1 + a2M2 + •·· + an-1~-1 
een matrix, niet afhankelijk van a. Verder vinden we uit (18,2) 0 . 
(a0 E + L1)(a0 E + L1) = N(A)E, 
waarui t vol gt 
L1 + L1 = O; L1 = -L1; 
L 1 is scheef symmetrisch. ·7e zullen dus van het begin af aannern.en, dat 
L de volgende gedaante heeft: 
L = a 0 E + L 1 , 
waarin L1 de genoemde eigenschappen heeft. 
V!e nemen nu de uiterst linkse kolom van de matrix L en stellen 
op de vergelijkingen: 
loo= a~, 
110 = a;, 
. . . . .. 
1 - a' n-1o - n-1 
Op grond van het onder 17 gezegde zijn dit vergelijkingen in 
a 0 , a 1, ••• , an_ 1, waarvan de matrix orthogonaal is~ Verder is l 00=a0 
en hangen 1 10 , 1 20 , ••• , ln_ 1 0 niet van a 0 af', zodat a 1, a 2 , .... , an_1 
alechts door a1,. a2, ••• , a~_ 1 ~itgedrukt worden, Hierna zetten we de 
-verkregen uitdrukkingen in de minor van matrix L, omgeven door de 
stippellijn. Al.s we er aan herinneren, dat L = a 0 E + L1, waarin L1 
acheefspmetrisch is en niet van a.0 afha.ngt, zodat lio == -1 0 i (i=1,2, 







-a1 -a2 • • • 0 -a 1 n-





• • • • 
• • • 
an-1 1n-1 1 1n-1 2 
waarin de elementen bui ten de hoofddiagonaal niet van a 0 afhangen en 
hiervoor geldt: 
1 .. = -1 .. J.J Jl. {i' j). 
Deze matrix heeft dezelfde eigenschappeD: ~ls wanneer men, u;t"'I' 
gaat van MM' = N(A)E, omdat de veranderlijkena1 lll,et de oude verander-:-
lijken·door een orthogonale substi tutie verbonden waren. 'He voeren nog 
in de matrix S , als volgt verkregen: de eerste kolom van M wordt ver-
menigvuldigd met x 0 , de tweede met x1' •.. 1 de laatste met xn- 1: 
aoxo -a1X1 • • .. -a 1x 1 n- n-
a1xo aox1 • .. • _1, X n-1 n-1 
, ....:;· 
= _, 
• • .. 
• • • 
• • • 
lan-1xo 1n-1 1x1 • • .. 1n-1 X n-1 n-
19. ~e definieren nu een algebra op de basis 1, e 1 , ••• , en~1 
door de sym.bolische formule 1 0 
" 
• • 0 
0 e1 • . • 0 ,......, 
• • • 
i!:'.-1 
• • • 
• .. • 
0 0 • • • 8n-1 
in die zin, dat de som van de elementen van een regel van de verkregen 
matrix de corresponderende component van het product aanduidt. Hieruit 




1ei = eif 
e1 1 = ei; 
12 
== 1. 
bewijzen direct, dat 
2 (i 1, 2, n-1) e. = -1 :;:: 'll' Ill ., f J. 
e. e. = -e .e. 
l. J J l. (1 I- j) 
duiden door ':£!ti (a. 1:x:} de som aan' 
van ma.tru S. We krijgen 
(19,1) 
van de elew.en-'c •'n . van de 
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N(A)N{X) = ~ '+-t' J( ) 4- .i...-, i. a,x • 
L:: o 
Zetten we nu 
a o = x o t a 1 = -x 1 ' • •: ' an-1 = -xn-1 ; 
dan krijgen we 
,--, .J, 
(N(X))2 = (N(X)) 2 + ~ i (a,x) 
Hieruit volgt, dat voor deze ai•s 
'.i;-4~ . (a,x) = O 
l. 
We zetten verder 
(i = 1, 2, 
a = x , a . = -x. , 0 0 l. J. 
en voor alle overige indices: 
a.= -x. = O. 
J J 
Dan is, op grond van het bovenvermelde 
.. "'. , 
(x -x.e.)(x +x.e.) = x2+x?. 0 1 l. 0 J. l. 0 l. 
Maken we dan de haakjes weg, dan komt er: 
2 l 2 2 
x .1 - x x.e .• 1 + x x .• 1e1. - x1.eJ.. = o o a 1 o i 
Maar 
e.1 = 1e. = ei; 12 == 1, J. 1 
waaruit volgt 
x2 
- x?e~ = x~+xf; e? = -1 0 J. l l. 
~etten we verder 
n-1). 
a. = -x. ; a . = -x . ( i I j ; i, j -/: 0) t am = xm = 0 
l. J. J J 
voor alle overige indices, dan vinden we 
(-x.e. - x.ej)(x.e. + x.e.) = 
1 1 J l. J. J J 
Maken we de haakjes weg 
2 2 
-x1 e1 - xixjeiej 




-x.x.(eiej + e.e.} = o, 
1 J J l. 
waaruit volgt 
x? + x~ 
1 J 
wat te bewijzen was. 
20. Zij 
- X =·xo + x1e1 + .... + xn-1en-1 
e~n al~:l'lt van onze. algebra. W~ zett~n 
X;:; xQ .""' x1e1 - •n .... ¾-,en-1 
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Dan hebben we 
X + X = 2x0 ; XX= N(X). 
op grond van (19,1). Dus X voldoet aan een quadratische vergelijking 
met reele coefficienten 
x2 - x(x+x) + N(x) = o 
of 
x2 - 2x0X + N(X) = o 
Verder zien vve op grond van ( 19, 1), dat 
(AB) = B.A. 
Als X / O, merken we op, dat 
X-1 X 
== N(X; 
We bewijzen nu, dat E',ls b -J O een element van deze algebra is 
(ab)b-1 = b-1(ba) = a 
Hiertoe lossen we in deze algebra o}) de vergelijkingg 
A.I. = Y (A -J O) 
Deze komt overeen met dG lineaire vergelijkingen: 
•"Y) -/ 
.... --
met de matrix 
L = a0 E + L 1 , 
(20,2) 
(20,3) 
waarin L 1 scheefsyo.1L1etrisch is en niet afhang·1; van a 0 ~ Hiervoor geldt: 
LL t = N(A) E. 
-Anderzij ds berekenen wij de ui tdrukking AY. We ber)alen hiervan de j-~dn 
component. Deze zal op grond van de eigenscha_.-,l)en van de :matrix I, ( voo:r 
j f 0) gelijk zijn aan 
Yo(-aj)-lj1Y1-•~--lj j-1yj-1+aoyj-lj j+1Yj+1-••• -lj n-1Yn-1 
(Hier is het van groot belang, dat 1 1 = -11 en dat L1 niet afhang-t VHn 
a.) Op grond hiervan is 1. 1 = -lk. (i-/. k), zodat 0112,.-:,, uitdrukking 0 ].{ ,J. 
gelijk is aan 
Y o1.oj + Y 11 -tj + .. • • + Y j 1 j j + • • • + Yn-1 111-1 j' 
wat overeenko:mt met x.N(A). Als j = O, krijgt me:n hetzel:f:le, de 0erste 
term wordt a.an y0 (+a0 j. 
Dus de oplossing van de vergelijking 
AX = y 
wordt 
-AY 














-=----(AY)A = (YA)A - ... :::: Y(AA), 
(YA)A = Y(AA). 
Op grand van (20,3) volgt hieruit, dat voor b J 0 
(ab)b- 1 = b-1(ba) = a 
voor willekeurige elementen van de algebra. Verder voldoot ieder ele-
ment aan de quadratische vergelijking met reele coefficienten ( 20, 1). 
Du.s volgens de door ons bev'lezen generalisatie van de stelling vcm l'ro-
benius is dit een algebra van Cayley of deelalgebra daarvan. 
Dus het getal n = 1, 2, 4 of 8. De stelling van Hurwitz is 
bewezen .. 
